De grados tres y cuatro

Comportamiento general de las funciones polinomiales de grados tres y
cuatro

Funciones de grado tres. La forma general de las funciones de grado tres
(ctbicas) esf(x) = ax®+bx*+cx+d con a=#0; en su forma estandar se
presenta comof (x) = a(x — h)® + k.

Primero se trabajara con la forma estandar, para observar el comportamiento
de la gréfica con respecto a los cambios que sufren los parametros.

Eiemplo. Graficar la funcionf (x) = x3.
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Al punto donde la funcion cambia de concavidad, se le llama punto de
inflexion(P.l.), que en el caso de la funcion cubica base, es el origen.

Para graficar una funcién cubica utilizando los pardmetros de forma estandar,
se siguen los siguientes pasos:

1. Encontrar y graficar el punto de inflexion: P.1. (h, k).

2. A partir del punto de inflexion se recorre una unidad a la derecha y si el
parametro a es positivo, se ubica el punto hacia arriba a, de no ser asi,
se ubica hacia abajo.

3. A partir del punto de inflexion, se recorre una unidad hacia la izquierda y
se coloca el punto en sentido contrario del punto que se coloc6 en el
paso 2, es decir, si el punto que esta a la derecha del punto de inflexion
quedd hacia arriba, éste quedara hacia abajo “a” unidades y viceversa.

4. Se traza la grafica.

Eiemplo. Trazar la grafica de la funcionf(x) = 2(x —1)3 + 3 utilizando
parametros.



Soluciodn. El punto de inflexidbn se extrae de la funcién cubica, de la misma
forma que se extrae el vértice de la funcion cuadrética.

fx)=2(x—1)3%+3

fx)=a(x—h)+k

Por lo tanto, el punto de inflexion es:
P.1.(1,3)

Como el pardmetro a = 2, cuando se recorre una unidad a la derecha del punto
de inflexion, el segundo punto se ubicard dos unidades hacia arriba, como se
muestra en la siguiente figura:
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A continuacién se situara el tercer punto, recorriendo una unidad hacia la
izquierda y dos unidades hacia abajo, debido a que es en sentido contrario del
segundo punto.
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Por ultimo, para trazar la grafica se parte del punto de inflexion, considerando
gue a la derecha de éste es concava hacia arriba y a su izquierda es concava
hacia abajo, quedando la grafica de la siguiente forma.
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Funciones de grado cuatro. La forma general de las funciones de grado
cuatro (cuéarticas) es f(x)=ax*+bx3+cx®>+dx+e, con a#0;en su
formaestandar se representa como f(x) = a(x — h)* + k.

La funcidn cuértica tiene un comportamiento parecido a la pardbola, soélo que el
crecimiento es mas rapido.

La funcion cuértica base es: f(x) = x*.
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En la funcién cuartica el dominio es el conjunto de numeros reales, pero el
rango soélo es una parte de ellos, a diferencia de la funcion cubica la cual cruza
desde~ hasta—co.

Los parametros tienen el mismo efecto que en la funcibn de grado dos
(cuadrética); en el caso que el parametro a sea positivo la funcién tiende
infinitamente hacia arriba, si el parametro a es negativo, la funcion tiende
infinitamente hacia abajo.



Cuando se conoce la funcion estandar de una funcion cuértica, se puede
conocer el punto maximo o minimo, esto dependeré del signo del pardmetro a.

Eiemplo. Trazar la gréafica de la funcion f(x) = —3(x + 2)* + 4, utilizando los
parametros.

Solucién. Como a = —3, la funcién tiende infinitamente hacia abajo y su punto
maximo es, P(h, k) y para obtenerlo se realiza la siguiente comparacion.

fx)==-3(x+2)*+4
fxX)=alx—h)*+k
Por lo tanto, el punto maximo es:
P(-2,4)

El segundo punto se ubica una unidad a la derecha del maximo y tres unidades
hacia abajo; el tercer punto se encuentra una unidad a la izquierda y de igual
forma, tres unidades hacia abajo, como se muestra en la siguiente figura.
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Influencia de los parametros de funciones de grados tres
y cuatro en su representacion grafica

Graficacion de funciones utilizando las raices o ceros de la funcion.

Trazar graficas de funciones cubicas y cuarticas en su forma estandar es
sencillo, el problema se presenta cuando estan en su forma general, entonces
se podria graficar utilizando tablas de valores como se mostré en el primer
bloque, aunque es mas tardado y posiblemente no daria un panorama
completo del comportamiento de la gréafica; para ello, en esta ocasién se
abordaré otra forma de bosquejar la grafica de una funcién, utilizado las raices
de la funcidon y analizando algunas caracteristicas basicas de las funciones
polinomiales de grado tres y cuatro.

Eiemplo. Bosquejar la grafica de la funcion f(x) = x® — 2x? — 3x mediante las
raices de la funcion.



Solucion. Para encontrar la solucidén a la ecuacién cubica anterior, se requiere
de factorizar el polinomio, en este caso, mediante factor coman.

x3-2x2-3x=0
x(x*=2x-3)=0
x;=0 6 x*-2x—-3=0

Al separar los factores, se obtiene el primer resultado que se busca x; = 0,
pero también, se obtiene una ecuacion cuadratica, la cual se requiere resolver
utilizando la férmula general o factorizacion, debido a su sencillez, se
factorizara la ecuacion.

x2—2x—3=0
x—3)x+1)=0

x—3=0 6 x+1=0

Ahora, se requiere analizar algunas caracteristicas de las funciones cubicas
para poder bosquejar su grafica.

1. EIl coeficiente principal es a =1, por lo tanto, la mayor parte de su
trayectoria es creciente, parte de—oo a .

2. Es una funcion suave, sin angulos en su trazo.

3. Lafuncién pasa por las raices encontradas.

Por lo tanto, el trazo quedard mas o0 menos como se muestra en la siguiente
figura.




Ecuaciones factorizables

Teorema del residuo y del factor. Se requiere conocer la division entre
polinomios como:

x24+2x—8 +x—-1 x3—5x2+3x—2 +x+2
8x3—-27 =+ 2x -3

Si se toma x2+2x —8 +x—1 Yy se realiza la division, ésta resultaria de la
siguiente manera:

X +3

x—1ix2+2x—8

%2+ x

3-8
-3x+3
-5

El resultado se puede escribir como:

-5
= 34+ —
x—1 X+ +x—1

Division de un polinomio entre un binomio de la forma (x
—-a), valiéndose del Teorema del residuo

El Teorema del Residuo se conforma de la siguiente forma:

e Si un polinomiof(x) se divide entre el binomio x —a, donde r, es
cualquier numero real o complejo, entonces el residuo es f(a).

e Esto significa que el residuo viene a ser el valor que se obtiene al
sustituir a en el polinomio.

e Este teorema proporciona una herramienta de comprobacién del
algoritmo de la division.

Si se considera f(x) = x? + 2x — 8 y se evalla en x = 1 se obtiene:
flx)=x*+2x-8
fO=@*+2(1) -8
f)=1+2-8

f()=-5



Esto significa que el resultado de la divisidon es correcto, porque el polinomio
evaluado en x = 1 resulta —5, como el residuo en la division.

Si el residuo es cero, significa que el binomio por el cual se dividié es un factor,
esto es, se ha encontrado otra forma de factorizar un polinomio.

Binomio de la forma (x-a), como factor de un polinomio,
valiéndose del Teorema del factor

Teorema del Factor. Si aes una raiz def(x) = 0, es decirf(a) = 0, entonces
x — a es un factor def (x).

Ahora se retomara el polinomio anterior x? + 2x — 8, pero en esta ocasion se
dividira entre x — 2, para comprobar si es factor del polinomio x% + 2x — 8.
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Como el resultado del residuo fue cero, entonces, x — 2 es factor del polinomio
x? + 2x — 8 por lo tanto, éste se puede expresar como:

x2+2x—8=(x—2)(x+4)

En el caso de que el polinomio representara a la funcion f(x) = x? + 2x — 8,
x =2 Yy x = —4representarian las raices de la funcion. Para comprobar se
puede evaluar la funcion f(2) y f(—4).

f(x)=x*+2x—8 f(=4)=0
f2)=(2?*+2(2) -8
f2Q)=4+4-8
f(2)=0
flx)=x*>+2x—8
f-9=(4*+2(-4) -8

f(-4)=16—8—8



Eiemplo. Si las raices de la funcién Polinomial son —1,1, -2, 3, determinar dicha
funcion.

Solucion. Con cada una de las raices se forma el factor correspondiente,
guedando de la siguiente manera:

X1 =—-1Lx,=1,x3=-2,x4=3
Por lo tanto, la ecuacién que satisfacen es:
x+Dx-Dx+2)(x—-3)=0
Multiplicando los factores queda:
x2-—1D)x*—x-6)=0
x*—x3—7x*+x+6=0
La funcion se expresa
xt—x3—-7x*+x+6=0

Aunque éste no es el Unico resultado, porque la funcion obtenida se extiende
infinitamente hacia arriba, otra forma de funcibn que cumple con las raices
anteriores es:

f)=x*—x3-7x2+x+6
Esta se pasa por las mismas raices pero se extiende infinitamente hacia abajo.

Para simplificar un poco el procedimiento de la divisibn de polinomios, se puede
utilizar otro método menos complicado, el cual es la division sintética, la cual es
un proceso abreviado del algoritmo de divisiébn que se conoce hasta ahora.

Proceso de la divisidn sintética para un polinomio y un
binomio de la forma (x-a)

Divisién sintética. Para ilustrar el procedimiento de la division sintética, se
utilizara un ejemplo haciendo hincapié en que esta division sélo se aplica a
divisiones con polinomios de una sola variable donde el divisor es de la forma
X —aQ.

Procedimiento de la division sintética (Regla de Ruffini).



x3—5x24+3x—-2 +x+2

1. El dividendo debe estar ordenado de forma decreciente.
x3 —5x%+3x—2
2. En el primer renglon se ponen solo los coeficientes del dividendo,
sustituyendo por cero las potencias faltantes entre un término y otro del
polinomio.
1 -5 3 =2
3. A la derecha del ultimo elemento del dividendo se escribe r con signo
contrario separado, por una linea vertical.
1 -5 3 —-2]2
4. Se traza una linea horizontal que separa al segundo y tercer renglon.
1 -5 3 —-2]2
1
5. El primer término del dividendo se escribe como el primer término del tercer
renglon

1 -5 3 —-2]2
1
6. Después se multiplica el primer término del tercer renglén por el divisor y el
producto resultante se escribe en el segundo renglén y en la columna dos.

1—53—2E

-2

1
7. Se suman los términos de la segunda columna y el valor resultante se

multiplica por el divisor, poniéndose dicho resultado en la tercera columna.

1 -5 3 -2 E
-2 14
1 -7

8. Este proceso se sigue hasta sumar los elementos de la Ultima columna del
divisor.
1 -5 3 -2 |2
-2 14 -28
1 -7 17 -3
9. Los coeficientes que quedan en el tercer renglén, son los coeficientes del
cociente, y el ultimo elemento del tercer renglon es el residuo.
1 -5 3 -2 |2
2 14 -8

1 -7 17 -30

7 .
x=  x cte residuo

10.La divisién se puede escribir como se muestra:



3 2
X7 -5x"+3x-2 2
T=(x+2ix —7x+17}30
Eiemplo. Dividir la funcién f(x) =8x3 —27 =+ 2x—3, utilizando la division

sintética.
8 0 0 -27 E%
2

12 18 27
8 12 18 0

Solucion. El cociente de esta division es 8x? — 12x — 18, entonces la funcion
dada se puede expresar en términos de sus factores como:

f(x) = (x —D)(8x? + 12x +18) O bien f(x) = (2x — 3)(8x? + 12x + 18)

Prueba del cero racional y define los teoremas
fundamentales del algebra y de la factorizacion lineal

Teoremas sobre las raices de una ecuacion. Se dividen en:

a) Teorema fundamental del Algebra. Toda ecuacion polinomial de grado
n > 1tiene al menos una raiz, real o compleja.

b) Teorema. Todo polinomio de grado n>1 puede ser expresado como
producto de n factores lineales.

Por ejemplo:

f(x) =x3—-2x?>+5x+6 Se puede factorizar y expresarse comof(x) =
(x=3)(x—1)(x+ 2).



Ceros reales y complejos de funciones polinomiales
factorizables

Teorema de las n raices. Toda funcion polinomial f(x) =0 de grado n tiene
exactamente n raices, siempre y cuando considere la multiplicidad de las raices.

Por ejemplo:

f(x) = x? — 4x + 4 Tiene dos raices iguales 2,2.
f(x) = x3 — 2x? 4+ 5x + 6 Tiene tres raices—2, 1, 3.

f(x) = x* — 2x3 + 4x? — 8x Tiene cuatro raiceso, 2,2i,2i, las dos primeras son
reales y las otras dos son complejas.



